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Extrema liés

Lemme 1. Soit {1,...,¢ des formes linéaires sur R™ qui sont linéairement indépendantes. Alors :
k
dimﬂKer& =n—d
i=1
Démonstration.

On compléte la famille (¢4, ..., ;) en une base (¢1,...,£4,) de (R™)*.

On considére la base antéduale (eq,...,e,) de R™ associée.
Alors x € ﬂle Ker¥; si, et seulement si, x € Vect(eg41,...,€,). Ainsi :
k
dimﬂ Kerl; =n—k
i=1

O

Proposition 2. Soit M une sous-variété de dimension d de R™. Soient a € M et U un voisinage de a dans

R™. Soient gi1,...,gn—q: U — R des fonctions de classe C* telles que :
— Les formes linéaires d, g1, ...,dzgn_q sont linéairement indépendantes pour tout x € U.
—UNM={zeU|Vie[l,n—d], gi(x) =0}
Alors :
n—d
T,.M = ﬂ Kerd,g;
i=1
Démonstration.

Soit v € T, M, et soit v :] —e,e[— M, ot € > 0, telle que v(0) = a et 7/(0) = v.

Pour tout i € [1,n — d], et pour tout ¢ €] —¢,¢[, on a g; o y(t) = 0, donc d4)g; o7/ (t) = 0.

En particulier, pour ¢t = 0, on a : d,g;(v) = 0. Donc, pour tout ¢ € [1,n — d], on a v € Kerd,g;.

Ainsi, v € ﬂ?;ld Kerd,g;, et T,M C ﬂ?z_ld Kerd,g;. Or, par le lemme, dim ﬂ?:_ld Kert; =d =dimT,M.

Finalement :
n—d

T.M = () Kerdag;
=1
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Théoréme 3 (Extrema liés). Soit U un ouvert de R™. Soient g1, ..., gx des fonctions de classe C* de U dans
R telles que les formes linéaires d;g1,...,d.gr sont linéairement indépendantes pour tout x € U. Posons :

M={zeU|Vie[L,k], gi(z) =0}

Alors, si f a un extremum lié en a € M, il existe A\1,..., A\x € R tels que :

k
dof = M dagi

i=1

Ces réels A1, ..., A\, sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

Démonstration.

On a tout d’abord que M est une sous-variété de R™ de dimension n — k et de classe C!, car on reconnait la
définition par submersion des sous-variétés dans les hypothéses.

Soient a € M, v € T,M, et soit v :] —e,e[— M, ot € > 0, telle que v(0) = a et 7/(0) = v.
Donc, si f admet un extremum lié en a sur M, f o~ admet un extremum en 0.

Ainsi, (f 07)"(0) = dy)f ©¥'(0) = do f(v) = 0, donc v € Kerd, f. On a donc T,M C Kerd, f.

La famille (d,g1,...,dgx) étant libre par hypothése, on la compléte en une base (dzg1,. .., degr, Ckt1s-- -, ln)

de (R™)*. On considére la base antéduale (eq,...,e,) de R™ associée.
Alors, pour tout j € [k + 1,n], et tout ¢ € [1,k], on a d,g;(e;) = 0. Donc Vect(exy1,...,en) C ﬂle Kerd,g;.
Or, par la proposition, on a dim Vect(ext1,...,€,) =n —k = dim ﬂle Kerd,g;. Donc :

k
T,M = ﬂ Kerd,g; = Vect(egt1,-..,en)
i=1

Comme (d;g1,-.-,deGr, lk+1,---,Ln) est une base de (R™)*, il existe A1,..., A, € R tels que :
k n
dof = Nidagi + Y, Ails
i=1 i=k-+1

Or, si a € M est un extremum lié de f sur M, alors T,M C Kerd,f.
Donc, pour tout i € [k + 1,n], on a d, f(e;) = A; =0, et il reste :

k
dof = Aidags
1=1
O

Conclusion. Ce théoréme nous donne une condition nécessaire pour qu’un point d’une sous-variété de R"™
réalise un extremum lié d’une fonction sur cette sous-variété. Cela permet de faciliter grandement les problémes
de minimisation avec contrainte. <
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